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Een toepassing, van anholonome coordinat~ 
I. Uitgangspunt van de beschouwingen is een Y.lfl ; d.i. een ,n,-di-
mensionale ruimte (topologiscb equivalent van een 11.,-dim~ns;i.onale .. 
kubus) waarin de toegelaten coordinatenstelsels verkregen worden 
uit een gegeven stelsel door omkeerbare analytische transformaties. 
Begrippen ala ffrechte lijn", "plat vlak 1t, etc. kurmen niet gedefini• 
eerd worden zolang er verder niets gegeven wordt, omdat begrippen 
als "lineaire functie van de coordinatentt e .d. geen betekenis 
ben, onafbankelijk van bet gebruikte coordinatenstelsel. 
. I 
Zijn 5K ( k = 1 , .. .-n) b. v. oude coordinaten, ·en ) I( ( K' = 
1', •• ,11-1 ) nieuwe, (merk op dat we het accent a.an de index hangen) 
dan geldt dus: 
(1) ) 
voor de trans.formatie van het stelsel (~) naar het stelsel (K1) 
omgekeerd. De differentialen d }K transiormeren dap ala volgt: 
d tK' _ RI<, cl. ~K f}w' ~ !. ~•' 
(2) > - k" ? J k .- oJ'< ' 
) 
RK det oil( 
k 1 = ~e_K' 1 
,-
dus bomog_een lineair (merk op da.t over een paar ongelijkstandige .. 
gelijke indices automat isch gE:sommeerd wordt; Ein~tein-conventie)·,.·;1'.!~l~ 
In de infinitesimale omgeving van een punt zijn de transformatles:.C,If~! 
I< . ·········"?t dus wel lineair. Voegen we aan elk punt fe, een Em (gecen~reerne j~ 
vlak,~e aff~pe ruimte) toe,. dan kunnen de cl}/< b eschouwd wo~den a.la,;1''\~ 
te l~gg_en ln deze z .g. locale E~ . De d~ behoeven dan n1.et meer ':, 
in:fi.nite~i$aal gedaoht te worden, reden waa.rom we definieren dat 
g~t:at+.e.ir ,1rt< een oontravariante Vee.tor voorst.ellen als ze bij co-
~r,dj.na.teptra.neformatiea getransformeerd warden als d.fel< ; 
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(3) 
Evenzo definieren we een covarian~ vecto~ W-A door de transforma-
tiewijze 
( 4) 
en ala generalisatie van bovengenoemde transformeert een affinor 
-p/1>. ala volgt; 
( 5) Al<' AA (\J..I 'T',~ I< >,' Hµ' r . >,.p . 
We merken op dat de transformaties (3, 4, 5) een groep vormen. 
Dit volgt uit: 
(6) 
en de aanwezigheid van een invers element 
(7) R1' fl~, = ?1:• d,~:. = d~~K "' A; "'{ 1 al, K =- AJ 
&,~ d ~ c> ~ o a'IE K f- A. 
Een bijzondere rol spelen ge maatvectoren f-< , ~>- van het 
stelsel (K). De eerste zijn contravariante vectoren, de tweede co-
variante. De kentallen zijn 1 of o al naar K en .A gelijk of ongelt 
zijn. Ten opzichte van een stelsel ( K1 ) geldt deze laatste eigen-
~phap natuurlijk Bhl: f X1 t tx' hebben de waarden 
( 8) . 
., 
4 k' 
terwijl er dan bij ( K1) een ander stelsel maatvectoren eK , e>..1 
: >.' 
behoort · dat dan eenvoudige kentallen heeft.. , 
ils b.v. 'lli>,. een covariant vectorveld is (d.w.z. W->.. is geq~~ 
finieerd in een g.ebied van Xm ) , da.n is de uitdruklring 
"cJ,µrW)., de.I J u/·A/i>~.,u · geen affinor: 
t erwij 1 di t wel het geval is met A dffe W-0 d•f ?.« W;.. _ ;;>.. ~ .-
1 ~, urx1 = i { J2,i, R}jrar;. ;-J. r-i;1 R;1 ~ tu;. == 
(10) 
. Deze uitdrukking heet de rotat~ van ~ • Het is bekend dat 
Jf)t tlf;.J::. o , dan en alleen dan als W.\ een gra~ient is, d.w.z. 
ala er een funct ie .S is, zodat W),::: JA s • Met name zijn de covari ... 
ante maatvectoren gradienten, omdat 
(11) 
De scalar 5 behorende bij e>- is numeriek gelijk aan de coordinaat ,t·. 
II. Voert men in ellrn locale E1i een ·nieuw coordinatenstelsel ct:.) 
in ( Pi = '\ , •• ,'V\. ) door .,rhct geven van b. v. 1Z lineair onafhankeJfjke 
maatvectoren t?-K ( of e...\ ) , dan is het geenszins ze~er dat dpt E.').]::::. o • 
In het algeme~n bestaan er dan ook geen functies t zodat de gra-
diGnt van ~ ~ gelijk ia aan /.. • Men epreekt dan van een aoh,.,lo.noom 
coordinatenstelsel (t). Vectoren e.d. transformeren nu ook als in 
{3, 4, 5), b.v. 
(12) 
Met differentiaties moet nu eohter voor2ichtig omgegaan worden. 
Definieren we c:J~efRJof!' dan geldt in het algeme~n djdifl{Jj. Hier-
toe voeren we in het ar~9lonomiteitsopject: 
( 13) 
( we zullen Griekse indices reserveren voor holonome stelsels). 
-I. --, 
De QJ.t zijn nul, dan en alleen dan als ~ R,j_= o , d.w.z. ala er 
functiea ~ zijn, zodat Rf= d>-~-1{ ; het stelael (~) is den holonoc 
Er geldt·nu: 
.2 c}JdiJ S = l J[j 11t; ~ s ::: ;l ( 11:J A;) ~- s + ;t R; AJ; d>- ~ 5 ~ 
( 14) ·. 0. ~ n µ J R ~ R ).J . 
- 'A. ..:ir j i H -R. ::u $ + "- i Ii. ~ a).. $ :::: 
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Voor de rotatie van 'W"Ji. vinden we nut 
due in anholonome coordinaten is de rotatie van W-l gegeven door; 
(16) 
Een speciaal geval van anholonome ooordinaten heeft men ale de 
maatvectoren wel-is-waar niet bij een holonoom stelsel beboren, 
maar ala ze door vermenigvuldiging met een geschikte factor dit 
wei doen, dua als 
(17) 
~ ·gt 
vo~r0 geschikt gekozen funct ies c,( .. Nemen we nu e .>. gelijk aan 
~ I\ fl,, ti I . I' 
I)( e .A , dan geldt n j /a voor corresponderende 11 en j , en f/J = o 
voor niet, correaponderende J~j .Hieru.it, en uit het feit dat (R) 
holonoom is, kan men bewijzen dat 
( 18) 
Ook het omgekeerde geldt. Aansohouwelijk blijkt dit uit de figuur. 
Ten gevolge van de niet-holonomiteit 
van (/f.) is bet "vierhoekje" niet l 
gesloten.Dit beeft tot gevolg dat men 
bij. toepassing van di.'!J in het punt A · 
uitkomt; door toepassing van Jj Jl --
in B . De term met Q in (14) geeft 
het verschil tussen de twee a.an. Kan 
men (zoals in het beschouwde geval) 
door verlenging van de maatveotoren 
het viernoekje wel sluiten, dan ligt 
de defectveotor fK in bet vlak van ek 
!. 
en ~k, en dus is de correctie die 
doot (14) gegeven wordt, een som van 
t ermen Ji s en Jj s .Dan mo et echt er 
n -~ _,,., ziJ"n, ala ~ niet een der 
- .;:iL.JL --. -
- waa.rden i of J aa.nneemt. Dit wordt door (18) aangegeven {Bewezen 
is hiermee natuurlijk niets; bet e:x:acte bewija zou teveel tijd vra-
ge.n). 
De x~•s, bepaald door de vergelijkingen 
( 19) ~11 s = const,, 
r 
l:_4' 
> = const., •• f -n' ~ = oonst. 
worden omhuld door ·ae vlakken door et< , €K " Deze vlakken zijn eoh-
~ ~ . 
ter dezelfde als die door e..: , el< omdat de betreffende vectoren de-
"' '),. 
zelfde richting hebben. Hieruit volgt dat elk tweetal maatvectqren 
van een a.nholonoom coordinatenstelsel waarvoor (18) geldt, de ei-
genschap heeft, een stelsel Xr;._1$ te omhullen. 
Dat ook bet omgekeerde geldt, blijkt als volgt. Zijn 17.°' coi 
dinaten op een X1 omhuld door f< , f< , ~I< = ~I( ( "1."() , dan z: 
aoc t,1< lineai.re combinaties van e"' , el{ en omgekeerd (beide 
;;, 'f l. 
paren liggen · in het raakvlak); nemen de indices A.. , t de waarden' 
1 , 'J.. aan, dan zijn er dus getallen 1si en .Bl zodat 
( 20) 
dus: voor een functie $ = f(JYr(J} hebben we; 
( 21) 
;:: ~f> B;J J.,_ s = ( Jrfo~BO(;) Jt'!. s + .B; B13  J .e Jct s ~ 
= ( dlpi B(X1) l}a. $ +-Bi B;f ,lt da] S; 
d[1 ~?_] $ = :B: B: B: 'B! Jr t d~J $ ::: - :B~ 13~ Ca[,,,~~) Ja ~. 
Vergelijking met ( 14) toont aan dat St!-= a ala if -1,?... • Der-
halve is ( 18) de nodig en \toldoende voorwaarde dat elk paar f J;" , t/' 
een st els el X1-_ ' s omhul t. J 
III. Zij gegeven een affinorveld ;Kmet de eigenschap dat van de 
seoulairvergelijking 
{ 22} clef (£;k->,9:)=o 
alle wortels t , .. ,~ V€rschillend zijn.Er ziJn dan in elk punt 
4t. eigenvectoren (! 1<. "", di~en anholonoom coordinat enstelsel { g) in' 
L Xm vormen. We stellen ons nu de vraag ooder welke voorwaarde deze 
(op een factor na bepaalde) \rectoren twee aan twee een stelsel 
X1., 's omhullen. hct blijkt dat deze vraag beantwoord kan warden 
o:aor gebruikmaking van de volgondc-J affinor: 
( ) l I ' · k c111. I [) . f> _p. . k /, . k \ .J . f 
. 23 nfo >. = ?.. ~Iµ dlfl -n)t] -- ;i._ .. · f o[ft hA] . 
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Dat dit een a.f:t'inor is, volgt uit een berekening analoog aan (10), 
alleen is bet hie:r wat bewerkelijker. Schrij ven. we H ten opziohte 
van anholonome coordinaten (A), dan volgt door een berekening antv-
loog aan (15), maar ook wat ingewikkelder: 
.. l .-! JJ·t p-ll _p-l · p . .lr-i.m. p.i 
H ii. :::. ~ 1j ,\pr hi1 _ i ,.,1 Jci hlc1 + ..., 11[j :::.i{_1PJ l n~ -
f} . ,,e () . ,m.Q t .o . I ., . .i. n l}f1 
- ?... 'hJ 11. i ..:i • .l.1n - ?-.. ht 1...-"' ... :u:::.j i: . 
( 24) 
Nemen we voor0 ({) bet stelsel gevormd door de eiaenveotoren 
D·fi-'/- ii, .{ o · 
dan geldt 11 ; =} R,- , d.w .. z. #.. is in diagonaalvorm met A ~ J ~ J 1 




(25) Hj·/1 !: lf-¼)(Af~t+Af dtJ)-9..{t-t)(t-J)Ql._. 
De eerste term in het rechterlid is steeds nul voor .f!. , i , j f: ; 
omhult elk tweetal eigenvectoron een stelsel X,._ 's, dan is ook de 
tweede term nul. Daar het omgekeerde cok geldt, volgt; 
D • I< IJ-K 
_.£ ~genvectoren (; ™ fl~ omhullen twee ™ ~ ™ atelsel 
X1 's, .9.§:E. ~ allJ'en ~ ~ l-f:i1=v voor f , i , J ;f.. 
Deze voorwaarde kan gesohreven !n een vorm_~}e onafh~ke~ijk 
is van het stelsel (~). Men kan bewijzen dat Hji =c; ~ , t, j f:. , 
equivalent is met 
(26) 
voor gunstig gekozen 
Voor v ·P O· k:: etc 11 A 71p , - • 
De voorwaarde (26) heoft het voordeel dat ze gecontroleerd 
kan worden, zonde._E dat men eerst de aeculairvergelijking heeft moe-
ten o::;,lossen. 
IV. Enkele bev:rijzen konden niet geg{.tven worden. Hiervoor zij ve~-
wezen naar mijn artikel tt X,,,,_ 1 -forming sets of eigenvectors", Proc. 
Kon. Ac. v. Wet. Ali, 200 - 212 (1951), Indag. Math. 13., 200 -
212 (1951). Hier vindt men ook nadere bijzonderheden, andere vormen 
~oor de formule (26) en enige opmerkingen over de historische ont-
wikkeling van dit probleem. Het bewijs, gegeven in III is eohter 
nog niet gepubliceerd. 
